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1．は じ め に

前回は 1 ポートの S パラメータである反射係数につ
いて考察した．特に断りなく「電圧」や「電流」に言及
したが，S パラメータは中空導波管のように TEM
（Transverse Electromagnetic）伝送線路的な意味での
「電圧」や「電流」が存在しない系に対しても適用でき
る．この場合の議論は，電界と磁界を基に定義された
「実効的な電圧」と「実効的な電流」を使って展開され
る(1), (2)．損失がある擬似TEM伝送線路についても同様
である．「実効的な電圧」と「実効的な電流」の定義に
は任意性があり，また，特性インピーダンス Zの定義
（絶対値 Zの選び方）にも任意性がある．この辺りを
真面目に考えるのはかなり面倒である(3)．
マイクロ波帯で測定される一次情報は S パラメータ

である．S パラメータとイミタンス（Z パラメータ，Y
パラメータ）の行き来には基準インピーダンス（=通常
は特性インピーダンスに一致）が必要で，かつ，この行
き来は高周波集積回路では必須である．一方，中空導波
管を中心としたマイクロ波の世界では，導波管の特性イ

ンピーダンスを正確に把握しておく必要は必ずしもな
い(1)．フィルタの設計理論は回路理論を使って記述され
るが，そこで出てくるイミタンスは，言ってみれば「相
対値」である．そのため，仮に Z=Z=1としてしま
うこともよく行われている(2)．中空導波管系では
Z=Zの値をうやむやにしたままでも何とかなってし
まうことは，基準インピーダンスで規格化した取扱い
（すなわち S パラメータ）の利点として認識されてい
る(1)．しかしながら，集積回路設計では Sパラメータか
ら電圧・電流の情報を取り出さなければならないので，
基準インピーダンス Zの値は正確に把握しておく必
要がある．測定時の Zがどのように決まるかについ
ては次回論じる．

Zが複素数の場合，S パラメータには電圧進行波を
使って定義したものと，電力波と呼ばれる量を使って定
義したものの二系統が存在することを前回述べた．両者
はかなり性質が異なり，Zが実数値の場合のみ一致す
る．今回も，これら二系統の S パラメータについて性
質を調べていく．理論上，二系統の定義があるのはいい
として，測定との関係はどうなっているのだろうか．前
回に引き続いて反射係数（1ポートの Sパラメータ）に
ついて考察した後，2 ポート以上の Sパラメータについ
て説明する．

2．反射係数とスミスチャート

複素反射係数平面上で，基準インピーダンスで規格化
されたインピーダンスを読み取れるようにした円線図が
水橋・スミスチャートだ（以下，スミスチャートと記
す）．インピーダンス Zの 1 ポートがあったとき，電
圧進行波に対する反射係数は
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S=
Z−Z

Z+Z
, (1)

電力波に対する反射係数は

S=
Z−Z 



Z+Z
(2)

である．式(1)が想定するのは図 1のような系で，入射
し反射されるのは電圧進行波だから Z=Zとする．
式(2)が想定するのは図 2のような系で，入射し反射さ
れるのは電力波であり Z=Zとする．
前回述べたとおり，基準インピーダンス Z（本稿で

は ℜ(Z)>0と仮定する）が複素数の場合，この 1
ポートが受動回路網（ℜ(Z)≥0）でも S>1にな
る可能性がある．ということは，Zを中心とするスミ
スチャート上で，Sが単位円の外に出ることもあ
るということを意味する．受動と能動の境界は単位円で
はない(4)．通常は Z=Zだから，スミスチャートの中
心のインピーダンス自体が複素数で周波数依存性を持つ
ことにも注意を要する．とはいえ，オープン（ZZ

=∞）の反射係数が S=1であるとかショート
（ZZ=0）の反射係数が S=−1であるとかいっ
た常識的なことは普通に成立する．
式(2)は Zが複素数でも S≤1を満たすの

で，Sよりも好ましく思えるかもしれない．しか
し，話はそれほど単純ではない．スミスチャートは式
(1)から導出される．式(2)は式の形が違うので，
Sを普通にスミスチャート上にプロットすること
はできない．具体例としてショートについて考えてみる
と，式(2)から S=−Z 

Zを得る．もし Z

が虚部を持つなら S≠−1であり，マイクロ波工
学の常識に反するかのような結果となる．Sと
Sは定義も意味も異なるため，このようなことに
なる．

Sをスミスチャート上にプロットしたければ，
式(2)を以下のように変形する(5)．

S=
[R+j(X+X)]−R

[R+j(X+X)]+R
=

Z'−R

Z'+R
. (3)

ただし，

Z=R+jX, (4)
Z'≡R+j(X+X) (5)

である．式(3)は式(1)と同じ形なので，R=ℜ(Z)

を中心とするスミスチャート上に Z'をプロットすれ
ば，Sの大きさと偏角が読み取れる．一般には
S≠Sであり，オープンに対してのみ S

=S (=1)が成り立つ．
さて，話はこれで終わりではない．Sに関する

以上の議論は，図 2のように負荷をテブナン型信号源で
励起することを想定して導出されたものである(5)．その
ときの電力波と反射係数は

a=
V+ZI

2 ℜ(Z)
, b=

V−Z 
I

2 ℜ(Z)
, (6)

S≡
b

a
(7)

であった．しかし，図 3に示すような図 2と等価なノー
トン型信号源から出発して導出すると，電力波と反射係
数の自然な定義は

a'=
I+YV

2 ℜ(Y)
, b'=−

I−Y 
V

2 ℜ(Y)
, (8)

S≡
b'

a'
. (9)
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図 1 伝送線路を介して励起される負荷 Z

図 2 テブナン型信号源に励起される負荷 Z

図 3 ノートン型信号源に励起される負荷 Y Y=1Z，
I=EZ，Y=1Zとすれば，図 2と等価になる．



となる(6)(注1)．Y=1Z (=Y)は基準アドミッタンス
である．つまり，式(6)の電力波の定義はユニークでは
ない(5)．式(9)と式(7)の関係は，

S=
Z

Z 


⋅
Z−Z 



Z+Z
=

Z

Z 


S. (10)

ZZ 
=1だから，Sと Sは位相だけが

違う．ショートについて式(10)の値を計算してみると，
S=(ZZ 

)(−Z 
Z)=−1と「常 識 的」な

値となる．一体どうなっているのだろうか？
式(8)と式(6)は互いに位相だけが違う．実は電力波

の位相には任意性があり，式(8)と式(6)以外の定義も
可能だ(5)．式(8)は図 3の電流源の「電圧」が位相の基
準になっている．Sの添字に含まれる V は，こ
れが「電圧」と対応付いた反射係数であることを意味し
ている(6)．それに対して，式(6)は図 2の電圧源を流れ
る「電流」の位相が基準になっている．
では，Sを電力波に対する Sパラメータとして
採用すれば，電圧進行波に対する S パラメータとの非
互換性は解消するのだろうか？ 残念ながら，答えは
ノーである．今度は例としてオープンを考える．
S=1であるから，式(10)から S=ZZ 



≠1である．結局，位相の選び方によらず，両者の食い
違いを解消することはできない．
電力波の位相に任意性があるということは，測定上も

重大な意味を持つ．

3．散 乱 行 列

1 ポートの Sパラメータ（反射係数）について，既に
かなり詳しく考察した．これを 2ポート以上の場合に拡
張すると，散乱行列（S行列）になる．ポートごとの基
準インピーダンスを明示するために，Woods(7)による表
記法を用いる（表 1）．

3.1 規格化進行波に対するS行列
ポート iに入る規格化進行波とポート jから出るそれ

は，

ai=
 ℜ(Z)

Z
V+ZI

2 (ポート i), (11)

bj=
 ℜ(Z)

Z
V−ZI 

2 (ポート j).(12)

S パラメータは

Sji=
bj

ai
, (13)

S 行列は

SZ=
⋯

⫶ ⋱ Sij

Sij ⋱ ⫶

⋯ , (14)

Z=diag(Z, Z, ⋯). (15)

Zは基準インピーダンス行列である．S 行列 SZの
対角成分が反射係数，非対角成分が透過係数である．
前回，Zが複素数の場合に受動 1 ポートの反射係数
の絶対値が 1を越える場合があることを見たが，透過係
数に関しても似たようなことが起こる．例として，図 4
の 2ポートを考えてみよう．この 2ポートの S行列は(2)

S=
1

jX+2Z  jX 2Z

2Z jX . (16)
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表 1 基準インピーダンスを明記したSパラメータ，S行列の表記法(6)

例 説明
S  Ω ポート i と j 共に 50 Ω基準の Sパラメータ
S 全てのポートの基準抵抗が Rの S行列
S 1 2 ポート 1の基準抵抗が R，ポート 2の基準抵抗が RのS

S1 2 ポート 1とポート 2の基準インピーダンスがそれぞれ Z，Zの S行列
SZ 基準インピーダンス行列が Z=diag(Z, Z, ⋯)の S行列

図 4 直列リアクタンス

(注 1) 文献(6)の式(40)はマイナス記号が抜けており，本稿式(8)の
第二式が正しい．



したがって，

S
=

4Z


X +4Xℑ(Z)+4Z
 . (17)

もし X=1，Z=e（前回の図 7を参照）ならば

S
=

4

1−4⋅
1

 2
+4⋅1

≃1.84>1. (18)

もちろん，S>1だからといって物理法則に反し
ていることはない．S

が電力に対する反射係数で
ないのと同様，式(18)は電力利得ではないからである．

3.2 電力波に対するS行列
テブナン型信号源を想定したときの電力波は，

ai=
V+ZI

2 ℜ(Z)
(ポート i), (19)

bj=
V−Z 

I 

2 ℜ(Z)
(ポート j), (20)

Sパラメータは

Sji=
bj

ai
, (21)

S行列は

SZ=
⋯

⫶ ⋱ Sij

Sij ⋱ ⫶

⋯
 (22)

である．式(21)は一般化 S パラメータ，式(22)は一般
化 S行列と呼ばれることもある．
図 4 の 2 ポートのSパラメータは，Z=Z，Z=

Zとすると，

S=
jX+Z+Z−2ℜ(Z)

jX+Z+Z
, (23)

S=S=
2 ℜ(Z)  ℜ(Z)

jX+Z+Z
, (24)

S=
jX+Z+Z−2ℜ(Z)

jX+Z+Z
. (25)

である(8)．

 ℜ(Z)ℜ(Z) ≤
ℜ(Z)+ℜ(Z)

2 (26)

だから，式(24)から

S≤1 (27)

が成り立つ．
基準インピーダンスが複素数の場合の散乱行列に言及
している本のほとんどは，S行列しか取り上げていな
い（例えば文献(2)，(8)，(9)）．しかしながら，
SZが重要でないかといえば全くそんなことはない．
ベクトルネットワークアナライザ（VNA）のキャリブ
レーションやディエンベディング（de-embedding）等，
測定関係の定式化には必須である．キャリブレーション
やディエンベディングのやり方によっては，測定基準面
の基準インピーダンスが複素数になることがあり，
SZは避けて通れない．とはいえ，いささか分かりに
くく，またシミュレータや S パラメータのファイル
フォーマットが複素基準インピーダンスに対応していな
いなどの実用上の不便もあり得る．そこで，基準イン
ピーダンスを複素数値から 50 Ωに変更して(10), (11)扱っ
た方がよい．
他方，Sが役に立つのは増幅器等の設計の場面だが，

Sの利用は必須ではなく，S Ωだけで通すことも可能
である．Sには 2．に述べた以外にもいろいろ特異な性
質があるので，注意を要する．例えば，インピーダンス
行列を Zとして，Z↔Sの変換式と Z↔Sの変換式は異
なる．
電力波の特異性を示す一例として，次式で定義される

カスケード行列 T
(2), (8)を考えよう（図 5）．
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図 5 縦続接続できるためには b=a，a=bが成り立たなければならない



b

a=Ta

b=T T

T T a

b. (28)

Sの成分を使って書くと，

T=
1

S SS−SS S

−S 1  (29)

である．図 5のように縦続接続された二つの 2ポートが
あるときに

b

a=Ta

b=TTa

b (30)

が成り立つようにしたい．式(30)が成り立つためには，
b=a，a=bでなければならない（図 5）．接続面
では V=V，I=−Iが成り立っているから，式(19)
と式(20)から，Z=Z 

でなければならないことが示
される．つまり，接続面の基準インピーダンスは互いに
複素共役になっていなければ式(30)は成立しない(12)．
これに対して規格化電圧進行波(11)，(12)に対するカス
ケード行列は，接続面で基準インピーダンスが一致して
いればよい．

4．測定される波とSパラメータ

これまで，主に理論的な側面から二系統の S パラ
メータ Sと Sについて論じてきたが，VNAで測定さ
れる Sパラメータはどちらなのだろうか？
現代の VNA は電圧の振幅と位相を測定して S パラ

メータを算出している．これは Sである．電力測

定だけから複素反射係数を計算する方法もあるが，その
場合も出てくるのは Sではなく Sと考えてよい．な
ぜなら，理論が Zが実数であるとの仮定の下に定式
化されているからで，これは電力波が規格化電圧進行波
に一致する特殊ケースだ．
2．の最後で述べたとおり，電力波の位相には任意性

があり，位相を測定で決めることはできない．S行列
が欲しければ，測定された S 行列を元に（位相の決め
方は適当に選んだ上で）計算で求めるしかない．

5．増幅器の利得

S行列は，増幅器設計を考える際に便利である．例
として，多段増幅器中の一段について考えてみる（図
6）．注目している増幅段の S Ωは，当該段が 50 Ω終
端されているときの利得であり，多段増幅器中で動作状
態での利得とは異なる．多段増幅器中での特性を知りた
ければ，変換器利得（transducer gain）Gを見ればよ
い．2 ポートの利得の定義はいろいろあるが，Gは図 7
に示すように信号源反射係数 Γにも負荷反射係数 Γ

にも依存する利得で，入出力での（50 Ωではなく Γと
Γに対する）ミスマッチの影響を含む(注2)．
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図 7 2 ポートの利得 Γ=S+SΓS(1−SΓ)は入力反射係数．Γ=S+
SΓS(1−SΓ)は出力反射係数．P : Power available from the network．ITN :
impedance transforming network．

図 6 多段増幅器中の一増幅段



G(Γ, Γ)≡
P

P
(31)

=
(1−Γ)(1−Γ

)S


(1−SΓ)(1−SΓ)−SSΓΓ
.

(32)

式(32)はかなり長い式だが，一般化 S パラメータを
使って非常に簡潔に書くことができる．

G(Γ, Γ)=S
. (33)

導出は略すが，Sの意味を考えれば式(33)は明らかで
あろう．式(33)の方が式(32)よりも概念的に分かりやす
いとすれば，Sを使う意味がある（が必須ではない）．
増幅器設計を全て手計算でやるのは難しく，プログラ

ムを書いて何らかの最適化をするのは一般的である．そ
のような場合に，S行列を扱うライブラリ関数がそ
ろっていれば，プログラム中に長くて間違いやすい式
(32)の代わりに式(33)と書けるのは，大きな利点であ
る．
ちなみに Γだけに依存する利得は可用利得（avail-
able gain）G，Γだけに依存する利得は動作電力利得
（operating gain または power gain）Gであるが，これ
らも Sで簡潔に表せる．

G(Γ)≡
P

P
=G(Γ, Γ 

) (34)

=
1−Γ



1−SΓ
 ⋅S

⋅
1

1−Γ
 (35)

=
S



1−S
 =S *


, (36)

G(Γ)≡
P

P
=G(Γ 

 , Γ) (37)

=
1

1−Γ
 ⋅S

⋅
1−Γ

1−SΓ
(38)

=
S



1−S
 =S *


. (39)

Gは負荷側で，Gは信号源側で共役整合になっている
と き の Gな の で，G(Γ, Γ)≤G(Γ)，G(Γ, Γ)≤

G(Γ)が成り立つ．式(35)，(38)よりは式(36)，(39)
の方が式の意味が分かりやすく，書くのも楽である．
2 ポートが無条件安定なら入出力ポートで同時共役整

合が可能で，Gの最大値は G（最大可用利得，maxi-
mum available gain）である．Gは 2 ポートの属性な
ので，Γにも Γにも依存しない．

G≡G(Γ, Γ)=S12
. (40)

Z=(1+Γ)(1−Γ) (i=1, 2)は共役影像インピーダ
ンス(13)で，Γ=Γ 

，Γ=Γ 
が成り立つ．Γの導出

と表式は多くの教科書に書いてある（例えば文献(2)，
(8)，(9)）．
次回最終回は，測定の際の基準インピーダンスがどの

ような仕組みで定まるか考察する．
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(注 2) 式(32)では下付きの  Ωを全て省略した．
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